CORRIGES SUJET 1

Exercice 1

1. Soit x €]0, +00[, arctanx et & — arctan(£) sont dans ]0, 5[ et ont la méme tangente. Donc :

.

i
Vx €]0, +ocf, arctan x + arctan(;) =

2. (a) Soit x € R. ¢ : 6 — arctan(x tan(8)) est définie et continue sur [0, 7[, et prolongeable
par continuité en 5. ¢ est donc intégrable sur [0, Z[. f est donc définie sur R. Enfin, tan
et arctan sont impaires, donc f est impaire.

(b) Pour (x,6) € Rx [0, 5[, posons h(x,0) = arctan(xtan(6)). h est continue sur R x [0, 5[ par
théorémes généraux. De plus : V(x,6) € R x [0, 5, |h(x, )| < 5 = 9(0), ou ¥ est continue
et intégrable sur [0, Z[. Le théoréme de continuité sous le signe [ permet de conclure :

f est continue sur R.

3. (a) Soit (x,x) €eR%, x <X : f(xX') = f(x) = [¢ (arctan(x’tan(@)) - arctan(xtan(@))) dé > 0.
Donc f est strictement croissante sur R.

(b) h est de classe C! sur R x [0, 5[ par théorémes généraux. De plus :

Va> 0, ¥(x, 9) € [a' +OO[X [Or '72£[7 |g_Q(X: 9)| = 1+;§:gi)2(9) < 1+;§2$)2(9) = X(@), ou x est

continue et intégrable sur [0, [, puisque prolongeable par continuité en %. Par application

du théoréme de Leibniz, f est de classe C! sur ]0, +o0l, et : ¥x > 0, f'(x) = J7 '1?5%%2?(9_) de.

4. Soit x >0 : f(%) = fog arctan (4 tan(6)) d6 = fo% arctan(ﬁ) da, grace au changement de

variable défini par 6 = 5 —a. Donc, grice au 1. : f(%) = fog(g—arctan(xtan(é))) do = 7;—2—7‘(X).

N

. 1 .
Mais f est continue en 0, donc lim f(—) = f(0) =0. Donc lim f(x) = l.
x—+oo \X X—+00 4

5. Soit x > 0. f(x) = x [;F*® 3%%%2 du, grace au changement de variable défini par u = x tan(9).
Donc : ﬁ;(ﬁ > fol %ﬁl du> % fol 775z du, en utilisant I'inégalité de convexité :
Vu € [0, 1], arctan(u) > Zu. Donc %ﬁ > %(In(l +x?) — 2|n(x)).

Or lim)HO(In(l +x?) =2 1n(x)) = +o00. Donc f n’est pas dérivable a droite en 0, donc n’est

pas dérivable en 0.




Exercice 2

1.

2.

Les deux séries entiéres proposées sont des séries géométriques : le rayon de convergence de > x”

est r =1 et celui de 32" 1x" est r' = %

(a) Raisonnons par récurrence sur n € N*, d’hypothése : Vk € [0, n], 1 < uy < 2Kt —1.
La propriété est clairement vérifiée au rang n = 1. Supposons-la vérifiée & un rang n € N* :
Upt1 = Un+2Up—1+ (—1)"1 >34 (=1)""1 > 1, et tUpy1 <21 =142(2"—1)+1, donc :
Upyp <202 —2 <22 — 1 La propriété a établir est donc vérifiée au rang (n + 1).
Finalement : Vn € N, 1 < u, < 271 — 1,

(b) Vn € N, ¥x € R, |x|" < |u,x"|, donc Vx €] — R, R[, 3_ x" converge absolument. Donc r > R.
De méme : Vn € N, u, <21 —1 < 2" donc R > r’. Finalement : R € [% 1].

n+2

(a) Soit x €] — &, 1[. En multipliant la relation de définition de (u,), par x"*2 et en sommant

de 0 & +00, on obtient : 3725 tpox™2 = x 37420 vy 1 x ML 42x2 3428 upxT+x2 320 (—1) X",
2

2 A
Donc : S5(x) = (1+x) = x(S(x) — 1) + 25(x) + 5. D'oit S(x) = 5%
1 1 b 14x)(1—2x)+b(1—2x)+c(14x)? bt C)x(—a—2b42¢)+x2(—2a+
(b) ¥x E]_E' 2l HLX+(1+X)2+1f2x = 2 (17)2x)g1+x))(2) LI i) X((1j2><)(1+)c<g2 e,

Donc : Vx €] — % %[, S(X) =1t uTbx)T + 755 si et seulement si

Vx €] — % %[, (a+b+c)+x(—a—2b+2c)+x%(—2a+c) = 1+x+x2, donc si et seulement
si le polynéme (1+2a—c)X?+(1+a+2b—2c)X +(1—a—b—c) est nul (il a une infinité

de racines). Le systéme obtenu donne a = —3, b= % et c = —g—.

De I'égalité du 3. (b), on déduit :
Vxe] = L, S(x) = =L e (-1)"x" + 3 %5 (n + 1)(—1)"X" + 3425 2"x". Du lemme
d’unicité, on déduit : ¥n € N, u, = é((—1)”“+3(n+1)(—1)"—|—7.2”) = g((3n+2)(~1)"+7.2").

Oru, ~ % 2" Donc R = %
n—+o00

¥n €N, u, > 1. De plus, par récurrence forte sur n € N*, on montre grice a la relation de
définition de (u,), que u, € Z. Donc : Vn € N, up, € N. Or : Vn € N, (3n+2)(—1)"+7.2" = 9u,,
donc (3n+ 2)(—1)" + 7.2" est un entier naturel multiple de 9. On pouvait prouver ce résultat
directement par récurrence sur n € N d’hypothése : (3n 4 2)(—1)" 4+ 7.2" est un entier relatif
multiple de 9. En remarquant que : Vn € N, 2" > n+ 1, que l'on justifie grace au développement
de 2" = (1 + 1)" par la formule du bindéme, on montre que Vn € N, (3n+2)(—1)" +7.2" est

un entier naturel.







