CORRIGE DU SUJET 1

| PROBLEME 1 |

1. On écrit le développement limité & 'ordre 3 de sin en 0 :

3

. o oz 3
sin(x) 0% % + o(z?)
1 1 11 z? )
done  p(z) = —-— 3 Pl R )
x <1 — — +o(x )>
o 1
Ainsi o(x) =0 5% + o(z)

La fonction ¢ posséde un développement limité a Pordre 0 en 0 donné par o(x) = o(1)
r—r

donc elle est bien prolongeable par continuité en 0 par ¢(0) = 0. Puisqu’en outre, elle
posséde un développement limité & 'ordre 1 en 0, ce prolongement est dérivable en 0 et

©'(0) = s Ensuite, ¢ est clairement de classe €' sur I'intervalle ] 0; g} et

1 cos(z)
Ve e |0;m/2 ") =—— +
R
1 x? 1 1 1
donc ¢’ () o 2T (1 -5 o(z2)> = (1 + §x2 + o(z2)> ST o(1)

Alnsi, ¢’ est continue en 0. On a finalement montré :

La fonction ¢ est prolongeable par continuité en 0 et le prolonge-
ment ainsi défini est de classe €' sur I'intervalle fermé [0;7/2].

2. (a) Soit n € N. La fonction f étant de classe €' sur le segment [0 ; g }, sa dérivée [’y

T
est continue, et donc bornée par une constante K € R. Ainsi, pour tout t € [0; 5 },

/if’(t)cos(nt) dt </7|f'(t)cos(nt)|dt<z(g
0 0

|f/(t) cos(nt)| < K et

La suite (/2 1 (t) cos(nt) dt) est bornée.
0

n=>0

(b) Une intégration par parties (justifiée par le caractére € des fonctions en jeu) donne,
pour tout n > 1,

I, =— [M} :/2 + %/(:/Qf’(t) cos(nt) dt

n

T
Comme f est continue sur le segment [0; 5 }, elle est bornée sur ce segment par une
constante M. , et on obtient finalement,
1~ M
I < —2M+ M)=—
n n

(c) Par le théoréme d’encadrement, lim I, = 0.
n—+oo



in((2 1
3. (a) La fonction  — W est continue sur ]0;7/2]. En 0, sinx v donc
sin(z
sin((?n +1)x) ol et s sin((?n +1)x)
sin(x) 0 sin(x)
par 2n + 1. Finalement, J,, étant faussement impropre en 0, est bien définie.

(b) Pour tout n > 1,

est prolongable par continuité en 0

dx

™/2sin((2n — sin((2n x
by = [ e 0,
_ / Zsin((2n + 1)x) cos(2z) + sin(2z) cos((2n + 1)z) — sin((2n + 1))
0 sin(x)
B sin((2n + 1)z)(—2sin*(z))  2sin(z) cos(z) cos((2n 4 1)z) .
B /0 sin(x) + sin(z) ) d
= 2/ —sin((2n + 1)) sin(x) + cos(x) cos((2n + 1)z)) dz
0

= 2 / cos(2nx) dz

sin(2nz) }W/Q

(=)

I
=N

(¢) Ainsi, pour tout n > 1,

/2 sin(3x)
Jpo=J1 = - d
! /0 sin(x) .

/”/2 sin(2x) cos(z) + sin(x) cos(2x)

0 sin(x)

T

w/2
/ (1 + cos(2z) + cos(2x)) dx

4. Soit a > 0.

(a) Pour tout X > a, le changement de variable u = t + /2 nous donne (les fonctions
considérées étant continues sur le segment [a; X ]) :

X X+4m/2 _m X+4m/2
t
[ty | sin )|du_/ cos(u)

t

a+m/2 U — 5 atm/2 U — 5
+oo +oo
t t
Ainsi, les intégrales / |sm | dt et / M dt ont méme nature. Or

a t at+m/2 t — —

2

cos(t cos(t

0< | (W)I . Leos@®)

t— — +oo t

2

Il suit que les intégrales concernées ont bien méme nature.

(b) Notons que l'intégrale considérée est faussement impropre en 0 puisque la fonction
intégrée est prolongeable par continuité en 0 par 1. De plus, puisque sin est a valeurs

sin? ¢ o | sin ¢|
~

dans [—1;1], pour tout t > 1,0 < . I1 suffit donc de montrer, d’apreés le

s 2 )
sin“ ¢ sin” ¢ 1
TPt est divergente. Or H; =5

+00
théoréme de comparaison, que I'intégrale /
1



cos(2t) * cos(2t)

2t
convergente comme le montre une intégration par parties. On en déduit par linéarité

*gin®t o lsint
de l'intégrale que / dt diverge et donc que / | |
1 1
(¢) L’intégrale considérée est convergente comme le montre l'intégration par parties sui-
vante, valable pour tout z > 0,

/Smtdt 1 — cost +/I1_C08tdt
ot ], S B

5. (a) La fonction ¢ étant de classe ¢! sur I'intervalle [0;7/2], I'intégrale considérée est
/2
bien définie. D’aprés la question 2, lirf f(z)sin((2n 4+ 1)z) dz ne dépend pas

——=dte

+0oo
1
et / gdt est divergente d’aprés le critére de Riemann, et /
1 1

dt aussi.

/2
de f et vaut lim I, = 0. Ainsi, lim (x)sin((2n + 1)x) de = 0. Ensuite,
n—+oo n—+oo 0
d’aprés la question 3,
™/2
lim sin((2n + 1)x) dw T
n—+oo Jo sin(z) 2
/2 ™2 sin((2n + 1) ™2 gin((2n + 1)z
(b) / o) sin((2n + 1)z )dxz/ sin(@n+ Do g [T DT g e
0 0 T 0 sinx

fonctions considérées sont continues sur ] 0;7/2] et prolongeables par continuité en 0.
De plus,

/2 @2n+1)7m/2
/ sin((2n + 1)x) do — / sint d
0 T 0 t

Par conséquent,

(2n+1)m/2 t /2 /2 ) D
/ LU / o(z) sin((2n + 1)z )dx—i—/ sin(@n+ Dz
0 0 0

t sinx

et comme les suites composant le membre de droite sont toutes deux convergentes, on

obtient :
(2n+1)7‘r/28int /2
n1—1>IJPOO ; — dt = n1—1>IJPOO ; o(z)sin((2n + 1)z) dz
™/2gin((2n + 1)z
4+ lim M dz
n—+oo 0 SlIlZL'
_ T
2
t
Ainsi / st gy T
ot 2



| PROBLEME 2

Etude de trois exemples

Premier exemple

Soit M = (mli,j]) € Sz. On note a = m[1, 1] et b = m[2, 2]. Puisque m[1, 1
1, on a m[1,2] = 1 — a. Par définition d’un élément de Sz, on a m[1,1]
m[1,2] =1 —a > 0 ce qui implique 0 < a < 1. De méme pour b.

J+m[1,2] =
=a=>0et

. a 1—a c 1-c
Soit A = (1—b b )etB <1—d d >avec (a,b,¢,d) € [0;1]". Alors

~fac+(1=a)(1-d) a(l-c)+(1—-a)d
AB_((lb)c+b(1d) (lb)(lc)+bd>

Tous les coefficients de cette matrice sont positifs car (a,b,¢,d) € [0;1 ]4.
On vérifie facilement que la somme des coefficients de chaque ligne vaut 1.

1 2\? 4 5
2_ |3 3 _ 19 9
On calcule A< = T 5 7
2 2 12 12
1

-+

5
En prenant a = — et b = =, on a bien la relation voulue.

6 6
Montrons par récurrence sur n € N*, qu’il existe a,, € R et b, € R tels que A" =
anA+b,I5. La récurrence est initialisée pour n = 1 avec a1 = 1 et by = 0 (on a montré
également a la question précédente que 'hypothése de récurrence était vérifiée pour

n=2avec ag = — et by = —).

On suppose que 'hypothése de récurrence est vraie au rang n € N* et on montre
qu’elle est vraie au rang n + 1 :

Artl = AA"
= a,A%>+b,A

5 1
= a, <6A+ 612) +b,A

5 1
= (Ean—i—bn) A+ ganlg

5 1
On pose a1 = Ean +b, et b,y = Ean et la propriété est démontrée par récurrence.

On a ainsi obtenu les relations suivantes, valables pour tout n € N* :

an41 = Ea’rlz + by
anrl = gan

On remarque que pour tout n > 1, ap41 + bpy1 = ap + by,. Comme a3 =1 et by =0,
il vient :

Vn >1 anp +b, =1

On obtient alors

5 5 1
an+41 = Ean+bn:6an+(1_an):_6an+1
1 1 1 1
bn = —Qn —(1 _bn = _bn
i 50 = 5! =55

On a ainsi obtenu une relation entre a,, et a,11, et entre b,, et b, 11, valable pour tout
n € N*,



(d) On cherche un réel [ tel que la suite (u,) = (a,, — 1) soit géométrique. En utilisant, la

1
relation démontrée a la question précédente, on obtient u,11 + 1 = fg(un +1)+ 1.
6 1
En prenant, [ = 7 O a Upy] = —Eun qui est bien une suite géométrique de raison
1
¢=—c Ainsi, la relation
Vn > 1 Uy = q”_lul
implique
6 1" 6\ 6 1"
Yn > 1 = - —= 1—- ) =< —= —.
Comme VYn > 1, b, =1—a,, on a
1 1\" "1
Vn > 1 bp=2—|{—= =
"= =7 ( 6) 7

(e) Par conséquent, pour tout n > 1,

n—1 n—1
6 1 1 1 1 1
A" = —— -] A —— (== ~ I
<7+( 6) 7) +<7 ( 6) 7) ?
3 2 1\ 4+ 2 1\"!
|7 21\ 6 7721\ 6
4 1 "' 3 1 " !
— - _+_ R
7 14\ 6 7714\ 6

(f) La suite de matrices (A™) converge car chaque suite (a™[i,j]), 1 <, j < 2 converge :

1 n—1
(——) — 0 lorsque n — +00

Ainsi la limite est A>® = . Il est aisé de vérifier que A € S,.

| LW =~

(g) On s’intéresse désormais a la suite (C),). D’apreés la question 7e, les termes généraux

1+ n\ nto1\"
de ces suites sont de la forme tn + a > {—=) avec A et p réels. Comme
n + 1 n + 1 k=1 6

n—1 1 k n—1 1 k
> (——) est bornée, K > (——) tend vers 0 pour n — 4o00. Ainsi la limite
k=1 6 n -+ 1 k=1 6
de la suite C,, est A,
1.2 Deuxiéme exemple

8. (a) Soit v = (x,y, z) € Ker (f — idgs). Alors Mv = v, ce qui est équivalent &

x =x
bxr+ay =y
by+az =z

Puisque a — 1 = —b et b # 0, on en déduit x =y = z. Ainsi
Ker (f —idgs) = {(z,z,x), x € R} = Vect(vy)



9.

10.

(b) D’apres la question précédente, dim(Ker (f —idgs)) = 1. Le théoréme du rang permet
alors de dire que

dim(Im(f — idgs)) =2
Or

Im(f — idgs) Vect ((f —idgs)(e1), (f — idgrs)(e2), (f — idgs)(es))
Vect (bea, (a — 1)es + bes, (a — 1)es)

Vect (ez, e3)

Alnsi {ea, e3} est une famille de cardinal 2, libre et génératrice de Im(f — ids) qui est
de dimension 2. Dés lors, {ea, e3} est bien une base de Im(f — idgs).

(¢) Comme dim(Ker (f — idgs)) + dim(Im(f — idgs)) = 1 4+ 2 = 3, il suffit de montrer
que Pintersection de ces deux sous-espaces est restreinte a {Ogs}. Cela se démontre
aisément puisque la réunion des bases de ces sous-espaces exhibées aux deux questions
précédentes est une famille libre.

(d) Puisque v; € Ker(f —idgs) et ea,e3 € Im(f — idgs), par définition de p on obtient

p(v1) = v1, p(e2) = 0 et p(ez) = 0. De plus, 1 = vy — ez —e3, d’ott p(e1) = p(v1) = v1.
La matrice P s’écrit alors dans la base canonique (e1, eq, e3) :

1 00
P=|1 0 O

1 00
La matrice M de f dans la base canonique est triangulaire inférieure, ses valeurs propres
sont ses éléments diagonaux, c’est-a-dire 1 et a. L’espace propre associé a la valeur propre
1 est Ker (f —ids) = Vect(v;) d’aprés la question 8a.
Soit un vecteur (x,y, z) € Ker (f — aidgs). Alors

(1-a)z =0 {x o

bz =0 & -0
by =0 vy =

Ainsi 'espace propre associé a a est Ker (f — aidgs) = Vect(es). Comme dim(Ker (f —
idgs)) + dim(Ker (f — aidgs)) = 2 < 3, f n’est pas diagonalisable.

1 0 0
(a) Des égalités f(vi) = vy, f(e2) = aea+bes et f(e3) = aez, ondéduit M = [0 a O
0 b a
1 0 0 1 00
(b) On trouve C' = [1 1 0] dont inverse vaut C~' = | -1 1 0
1 01 -1 0 1
Ainsi on a M = CM'C~L.
1 0 0 1 0 0
(c) On trouve (M')2 = [0 a®> 0 |,et (M')®* = [0 a* 0 |. On postule alors
0 2ab a? 0 3a%b a3
1 0 0
pour k € N*, I'expression (M')¥ = |0 ak 0 | et on la démontre par récur-
0 ka*1'b a*
rence. On ’a vérifiée pour k = 1, supposons la vraie pour un k& € N* et démontrons la
pour k + 1.
1 0 0 1 00 1 0 0
(MY = (MM = |0 aF 0 0 a 0] =10 ak+l 0
0 ka*='v a*/ \0 b a 0 (k+1)a*p aFt!

Ainsi l'expression de (M’)* est démontrée pour tout k € N*.
Ensuite, en utilisant la matrice de passage C, on obtient



1 0 0
Mk:C(M’)kC_lz 1—ak a® 0
1—ka* b —a* ka*'p a*

En faisant tendre k vers 400, commea € |0;1[,ona lim a¥* =0et lim ka* ' =0,
k—+oo k—+oo
1 00

dott lim MF=1[1 0 0| =P.
1 00

k—+oo

Etude du cas général

Soit A et u € Ry tels que A+ =1 et soit M, N matrices appartenant a S,,(R) dont
nous notons respectivement mli, j| et n[i, j] les termes généraux avec 1 < 4,5 < n. Le
terme général de la matrice AM +uN est Amli, j|+un[i, j], et, pour tout i € {1,...,n},
n n n

> (Amli, gl 4 pnli, j]) = A mli, jl+p) nli,jl=Ax1+px1=1

j=1 j=1 j=1
car M et N sont des matrices stochastiques. Par conséquent, AM + N est une matrice
stochastique.

Soit M et N € S,(R). Le terme général de la matrice M N est pour 1 < 4,5 < n,
S>> mli, k|n[k, j], et pour tout i € {1,...,n},
k=1

> >omliklnlk,j] = 32 Y mli, k]n[k, j]

j=1k=1 k=1j=1

el
Il
—

Il Il
NERIINGE
35—
El
=
M=
3
=
\%/

el
Il
—

M N est une matrice stochastique.

Soit A € S,,(R). Montrons par récurrence que A* € S,,(R) pour tout k € N*.
L’initialisation est naturellement vérifiée pour A'. On suppose désormais la propriété
vraie pour k € N* fixé. Puisque A¥*1 = A*A et que A* et A appartiennent a S, (R)
(hypothése de récurrence), on a bien A**! € S, (R) d’aprés la question précédente.

A présent, montrons par récurrence sur p € N que Cp € Sp(R). La propriété est vraie
pour p = 0 car la matrice identité est bien une matrice stochastique.
p+1 1

Soit N. O C Sn(R). Alors C = —0C ——— AP+l O
oit p € n suppose que C, € S,(R). Alors p+11 P‘*iQ » + ) n
. . . D+
eut appliquer le résultat de la question 11a car +——=1et C, € S,(R
peut appliq q s R p (R)

(hypothése de récurrence), AP+t € S, (R).
On conjecture que la limite de la suite (Cp), lorsqu’elle existe, est encore une matrice
stochastique (et cela se prouve, mais n’est pas Uobjet du présent probléme...)
Question de cours.

n n
Soit & = (x1,...,2,) € R™ Alors f(x) = <Zm1jxj, cey Zmnjx]) et d’apres

j=1 j=1

I'inégalité triangulaire, on a, pour chaque coordonnée du vecteur f(x),

n n
2omigry| < Y migleg| (car my; > 0)
j=1 j=1
n .
< 2omyglle] (car || < [zf| pour tout j)
j=1
Il (car M est une matrice stochastique) .



En conclusion, on a bien montré que ||f(x)| < ||z|| pour tout = € R™.

(¢) Soit A une valeur propre de f. Il existe z € R™\{0} tel que f(x) = Az. En appliquant
le résultat démontré a la question précédente,

If @) < llzll = Azl < ||
Comme ||.|| est une norme, on a |[Az| = |Al||z|. Ainsi |A|||z]] < ||z] et puisque x n’est

pas le vecteur nul, || < 1.

(d) La matrice M associée a f dans la base canonique étant stochastique, pour tout i €

n
{1,...,n}, > ml[i,j] = 1. Si on note v; le vecteur de R™ dont toutes les composantes
j=1
sont égales a 1, on vérifie aisément que Mv; = v;. Cela indique que f(v1) = l.vs.
Comme vy est un vecteur différent du vecteur nul, 1 est une valeur propre de f et vy
est un vecteur propre associé & cette valeur propre.
13. (a) i. On a supposé que y € Im(f — idgn) donc il existe z € R™ tel que y = f(z) — .

ii. On a supposé que y € Ker (f — idgn) donc f(y) = y. Il en résulte que

fPa)=fly+z)=fy)+fl@)=y+y+z)=2y+zx

Montrons par récurrence que f*(x) = ky + z pour tout k € N*. L’initialisation a
déja éte vérifise. Supposons I'égalité f¥(x) = ky +x vraie pour k € N* fixé. Alors,

fEE = f(fR ()
= flky+z)
= kf(y) + f(x)
= ky+(y+uo)
= (k+ly+z

On conclut que Vk € N*, f*(z) = ky + .

iii. On a vu a la question 12b que, pour tout z € R™, || f(2)]| < ||z||. On a aussi
12N = 1F(FENI L 1f ()] < ||2]]- En itérant cette inégalité, on démontre que
pour tout k € N*, on a | f*(z)|| < ||z||. En particulier pour z = z, on a pour tout
ke N, [ky+ 2] < Jlz].

Ainsi (kg = [ky + 2 — o < [y + 2l + ]| - all < 2]l + 2]l = 2l
Or ||ky|| = k|ly|| ; on a donc bien montré
VEeN" Kyl < 2|l

La norme ||y|| est alors nécessairement nulle sinon la norme de x serait infinie. En
conclusion,

Ker (f —idgn) NIm (f — idge) = {Ogn }

(b) On a montré que Ker (f — idgn) N Im (f — idg~) = {0}. Le théoréme du rang indique
que dim(Ker (f — idg»)) + dim(Im (f — idg=)) = n.

Par conséquent, R™ = Ker (f —id,,) ® Im (f —id,,)

(¢) Soit z € Im (f — idgn). Il existe alors y € R™ tel que © = f(y) — y. Ainsi, f(z) =
f(f(y) —y) = (f —idgn)(f(y)) € Im (f — idgn). Finalement,

Vo € Im (f — idgn) f(z) € Im (f — idgn)
(d) Soit A une valeur propre différente de 1 et soit 2z un vecteur propre associé a A. Alors
. ) 1 . . x
f(@) = Az puis f(z) —z = (A= 1)z, otz = m(f*lduan)(x) = (f*ldRﬁ()\ — 1)
et € Im (f — idgn).

Par conséquent, ’espace propre de toute valeur propre de f différente de 1 est inclus
dans Im (f — idg»).




